Предположим, что собраны данные по двум ценам и построено уравнение
регрессии [image: image101.png](-al-a,-..~a,L")y, =a,+¢




Гипотеза о несмещенности  форвардной цены принимает вид   [image: image2.png]ap=0, a=1



.       Для этих двух цен может быть рассмотрена модель с урегулированием:
[image: image3.png]Sie2 =81 - A (Spei - f) + Esevry, >0

Joi =fi+ B(Sw1-1) * eqmyy, B>0





[image: image4.wmf][image: image5.png]€ st+2)



и[image: image6.png]& m+l)



оба имеют нулевое среднее значение. Из этих уравнений следует.
Что при   [image: image7.png]Ster = ft >0



цена спот имеет тенденцию к уменьшению, а форвардная
цена - тенденцию к увеличению.
Понятие решения разностного уравнения.
Рассмотрим разностное уравнение (стохастическое разностное уравнение)
[image: image1.png]Sni=a+aif + &,




Число п называется порядком разностного уравнения, xt называется
вынуждающим процессом. Две интерпретации: 1)[image: image8.png]Xes Yt



числа; 2)[image: image9.png]X6 Wt



случайные величины. Важный частный случай, когда  [image: image10.png]Ll
w=3hea
inl}




- процесс белого шума.

Решением разностного уравнения называется выражение yt через:
1) элементы последовательности xt
2) t
3) возможно , начальные условия, например известное значение y0 или y0,y1.

Пример.      Рассмотрим разностное уравнение
[image: image11.png]=2 1e.y =y t2




Нетрудно проверить , что решением этого уравнения является
[image: image12.png]y=2t+C




где С - произвольная константа.

Пример. [image: image13.png]L=071.+&




Проверим, что решением этого уравнения является[image: image14.png]k= i 07'¢,,

=



,

Действительно,
[image: image15.png]I,= ZO;T G«

120




Тогда:
[image: image16.png]L2
071 +6=2.07"¢ ., +& =075 +&

=0 =t




Замечание. Справедлива, например, запись: [image: image17.png]1,=07(0,71,, +¢6,,)+& =0491_, +0,7¢,_, +¢,.




Но эта запись не является решением разностного уравнения.

Построение решения разностного уравнения итерациями.
Рассмотрим, например, уравнение
[image: image18.png]yl =ao+a!yl—| +€1‘




Пусть известно значение у0. Тогда:
Далее,[image: image19.png]Y=ty T8 -




[image: image20.png]2 .
n=aray te =alltal+aly, +ag +ey;

Vi=ay+ay, +& =afl+a +all+aly, +ale +ae, +&,.




Нетрудно убедиться, что при t > 0:
[image: image21.png]o=t =
P i
Y, =4 Zal +ay, +Za,€,_, .
= =




Аналогично, если  известно не уо, а, например, у-m , то
[image: image22.png]tm-l t4m=|

Py e i
=a Z Qray, + Zaxg/-. .
=0 i=0





Предположим временно, что[image: image23.png]lail <1



 , Тогда

[image: image24.png]a™ —>0npu m— o





Поэтому решение можно приближенно записать в виде:
[image: image25.png]im0

pi




Нетрудно   непосредственно   проверить,   что   это   действительно   решение рассмотренного уравнения.
Но и при любом А величина, определяемая выражением
[image: image26.png]>
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является решением того же уравнения.
При известном уо решение может быть получено в том же виде и при[image: image27.png]la:| >



1. Но при этом[image: image28.png]lail

¢



неограниченно возрастает при увеличении t.
Очень интересен случай а1 = 1. Тогда решение принимает вид:
[image: image29.png]



Т.е. каждое из предыдущих возмущений имеет постоянный неубывающий эффект при всех t.

Альтернативный способ построения решения разностного
Уравнения.

Описанный выше способ построения решения итерациями трудно
применим к уравнениям высокого порядка. Описываемый ниже способ
применим к уравнениям любого порядка, но сначала рассмотрим его для
однородного уравнения первого порядка
[image: image30.png]Yo=Y




Нетрудно проверить, что при любом А
[image: image31.png]yo=Ala)




является решением данного уравнения.
Рассмотрим отдельно случаи[image: image32.png]lail < 1, |ay| > 1, fay| =1.




Общее решение неоднородного разностного уравнения
[image: image33.png]aQtay,., +e




записывается как сумма частного решения неоднородного разностного
уравнения и общего решения соответствующего однородного уравнения.

Методика решения неоднородного разностного уравнения порядка п
состоит из следующих шагов:
Шаг 1. Построение однородного разностного уравнения и нахождение п
его решений.
Шаг 2. Нахождение частного решения неоднородного уравнения.
Шаг 3. Построение общего решения неоднородного уравнения, как суммы
частного решения неоднородного уравнения и линейной комбинации всех
решений однородного уравнения.
Шаг 4. Исключение произвольных констант с помощью известных
начальных условий.

Пример, Рассмотрим неоднородное разностное уравнение
[image: image34.png]Y, =09y, ~02y_, +3.




Соответствующее однородное уравнение:
[image: image35.png]Y, ~09y.,+0,2y,_,=0




имеет решения
[image: image36.png]Y =(0,5); »y, = (0.4).




(Пока не будем пояснять, как были «угаданы» эти решения). Частным решением
неоднородного уравнения является

[image: image37.png]



Таким образом, общее  решение имеет вид
[image: image38.png]¥, = 4,(0,5)" + 4,(0,4)' +10.




Пусть, например, начальные условия имеют вид:
[image: image39.png]yvo=13, y;=113.




Тогда из системы уравнений
[image: image40.png]13=4;+A4,+10
11,3=A4,05+A4504+ 10




находим:

[image: image41.png]Ar=14,=2.




Решение однородных разностных уравнений
Решение однородного разностного уравнения
[image: image42.png]V=@ Y =@y =0




будем искать в виде
[image: image43.png]



Тогда
[image: image44.png]O=da' ~ada™ —a,da"? = 4o &’ ~aa-a,)




Нужно, чтобы
[image: image45.png]a’l-aa-a,=0.




Это  уравнение  называется  характеристическим уравнением.   Корни   этого
квадратного уравнения имеют вид
[image: image46.png]



Случай. 1.
[image: image47.png]a;l +4a,> 0.




Корни[image: image48.png]a5



 и [image: image49.png]


 действительные и различные. Общее решение однородного
разностного имеет вид
[image: image50.png]



Случай 2.
[image: image51.png]a; +4a,=0.




Корни [image: image52.png]


 и [image: image53.png]


 действительные и  [image: image54.png](»4]

az.



 Общее решение однородного
разностного имеет вид
[image: image55.png]



Случай 3.
[image: image56.png]a; +4a,<0.




Корни[image: image57.png]


и[image: image58.png]


комплексно  сопряженные

[image: image59.png]



[image: image60.png]Rez





[image: image61.png]Cos@ =— SmE’-é rme r=va' +5%,
r

o =a+ lb =r(Cos8 +i Sin)
a, =a—ib=r(Cos8-iSind)




 По формуле Муавра:
[image: image62.png]o, =r'(Cos(t@)+i Sin(t6))
a; =r'(Cos(t0) - i Sin(+9))




Чтобы получить общее действительное решение коэффициенты А1 и А2 в
выражении
[image: image63.png]4 *
¥ = Aoy + Ao,




следует взять комплексно сопряженными:
[image: image64.png]A, = B,(CosB, +iSinB,)




Тогда нетрудно установить, что
[image: image65.png]y, =2B,r'Cos(10 + B,) .




Во всех трех случаях, если корни[image: image66.png]


и [image: image67.png]274



лежат внутри единичного круга,
неограниченного роста решения при увеличении t не происходит.

[image: image68.png]



Условие, что все корни характеристического уравнения лежат строго
внутри единичного круга, называется условием устойчивости.
Аналогично ищутся решения однородного разностного уравнения n-го порядка
[image: image69.png]7
yi-2ay., =0.
i=l




Задача. Ваш коллега предложил следующую модель для темпа инфляции
(t, в США:
[image: image70.png]~0,05+0,77,_, +0,67,_, +¢,,




[image: image71.png]


 - случайное возмущение с нулевым средним.
Пусть для периодов 0 и 1 темпы инфляции составляли 10% и 11% соответственно.
Найдите однородное, частное и общее решение данного уравнения.
Исходя из того, что в США не ожидается взрывного типа инфляции, объясните, почему вы считаете приведенную модель неудачной.

Операторы запаздывания (лага) и их использование при решении
разностных уравнений.

Оператор    запаздывания    определяется    как    линейный    оператор    L,
применяемый к членам временного ряда, такой , что для любого уt:

[image: image72.png]Ly=y.s




и, соответственно,
[image: image73.png]L'y,
"=Yei




Свойства оператора запаздывания:

1. Для константы С

[image: image74.png]



2. Выполнение дистрибутивного закона
[image: image75.png](L'+L) y= Li}’x*’Ll)’t"J’ i Vg




3. Выполнение ассоциативного закона относительно операции умножения :

[image: image76.png]L'@y)=L"y=yps;.




4. Оператор запаздывания в отрицательной степени является оператором
опережения:
[image: image77.png]



При[image: image78.png]laj<1!



 оператор[image: image79.png]1-al



 определяется через выражение

[image: image80.png]1

1-al

=l +al+ L+ L.




Обоснование:
[image: image81.png](1-al) (I +al + L + D+ . )=l —al +al - PL* + &L - .. =1,





поскольку[image: image82.png]a"
L',



 стремится к 0 при стремлении п к бесконечности.
При[image: image83.png]la|>1



оператор[image: image84.png]I-al



 определяется  через выражение:

[image: image85.png]l—aL =S

=0




Обоснование:
[image: image86.png]-(1-al)(@L)" + @L)?+..) = <@Ly’ + 1~ (L)’ + (@b’ - (@L)? + (al)? -...= I,




поскольку[image: image87.png](@L)™y,



 стремится к 0 при стремлении п к бесконечности.

Операторы запаздывания часто бывают удобны при работе с разностными
уравнениями. Рассмотрим уравнение
[image: image88.png]yi=agt Ay Fot Ay + &+ Pign .t Bieyg,




Оно может быть записано в виде:
[image: image89.png]A(L)y=ap + B(l) &




где многочлены А(L) и В(L) имеют вид
[image: image90.png]AL) =1-al -al’ -...- aylP, BL)=1+BL+..+ Gl




Пример. Рассмотрим уравнение
[image: image91.png]Y=o+t ayet &+ Big:




при[image: image92.png]la)) < 1



 . Запишем его в виде :
[image: image93.png](1-ail)yi=ap+ (1+ pil)e.




 Или
[image: image94.png]v = [ap + (I + BiL) ej/1 - a;L),




откуда
[image: image95.png]y=ap/(l-a)+ e /1-a;l) + Pie /1 -al)




Пояснение:
[image: image96.png]av(l -ail) = (1 + a; L+ af L*+..)ap.




Но  [image: image97.png]L'ay=ap



 при любом i по свойству 1. Поэтому
[image: image98.png]ap/(1 - aiL) = (1 + a; + ai+..)ap=ap/(1 - ay).




Аналогично  можно  построить  решение  и для  уравнения  п-го  порядка.


Используя оператор запаздывания, уравнение
[image: image99.png]=q
Y=oy ta Yt +a,y,, e,




можно записать в виде
[image: image100.png]L]
ymap+ 2,5, +x

inl
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